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Re´sume´
Soient A ,B deux cate´gories exactes telle que A soit karoubienne et M : B → A
un foncteur exact. Sous des hypothe`ses d’adjonction pour M , on montre que les objets
de A qui sont facteurs directs d’objets de la forme MY pour Y ∈ B forment alors une
cate´gorie de Frobenius ce qui permet de de´finir par passage au quotient la cate´gorie M -
stable de A . Par ailleurs, on sugge`re la construction d’une cate´gorie M -stable pour A ,B
des cate´gories triangule´es et M un foncteur triangule´. On illustre cette dernie`re notion
par un the´ore`me de Keller et Vossieck (voir [8]) qui relie les deux notions de cate´gorie
M -stable.
Abstract
Fonctorial Construction of Frobenius Categories. Let A ,B be exact categories
with A karoubian and M be an exact functor. Under suitable adjonction hypotheses for
M , we are able to show that the direct factors of the objects of A of the form MY with
Y ∈ B make up a Frobenius category which allow us to define an M -stable category for
A only by quotienting. In addition, we propose a construction of an M -stable category
for A ,B triangulated categories and M a triangulated functor. We illustrate this notion
with a theorem of Keller and Vossieck (see [8]) which links the two notions of M -stable
category.
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In this article, we study the following situation : let us consider two additive categories A ,B
and an additive functor M : B → A ; we are interested in the quotient category of A by the
objects which are the direct factors of the objects MY with Y ∈ B. We first consider the case
where A is an exact category. In this case, we construct a structure of Frobenius category
on A . For this Frobenius structure, the injectives-projectives are nothing else but the direct
factors of the MY for Y ∈ B. Thus, we obtain a triangulated structure on the quotient which
is called the M -stable category associated to A . On the second hand, we study the case of a
triangulated category A and also define a notion M -stable category in this case. We finally
link these two notions of M -stable category.
We begin with the case of an exact category A . We consider two exact categories (A , E )
and (B,F ) and an exact functor M : B → A . Under suitable adjonction hypotheses on
M (see proposition 2), we will construct a new exact structure on A which is a Frobenius
structure. For this, we begin with the lemma 1 which allow us to construct easily new exact
structure by an inverse image process.
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Lemma 1 New exact structure. Let (A , E ), (B,F ) be two exact categories and L : A →
B be an exact functor. We define the family E 0L = {s ∈ E , Ls is a split exact sequence in B} .
Then (A , E 0L) is an exact category.
The proof of this lemma is straightforward by using the minimal axioms of Keller [6]. We
can now state our main result on exact category.
Proposition 2 Frobenius category. Let (A , E ), (B,F ) be two exact categories and
M : B → A be an exact functor. Let us assume that M has a left adjoint L and a right
adjoint R. We also assume the following properties.
(i) A is karoubian;
(ii) L and R are exact functors between the exact categories A and B;
(iii) E 0L = E
0
R := E
′;
(iv) for every f : X → X ′ such that there exists β verifying βLf = idLX , the morphism f is
an inflation of A (and so of (A , E ′)).
(v) for every f : X → X ′ such that there exists β verifying Rfβ = idRX , the morphism f is
a deflation of A (and so of (A , E ′)).
Then (A , E ′) is a Frobenius category whose projectives-injectives are the direct factors of the
objets MY for Y ∈ B. (these projectives-injectives are called the M -split objects of A ). The
stable category of (A , E ′) is called the M -stable category of A .
This result can be seen as the mirror reflection of the result of [4]. These hypotheses are
verified when A = A-Mod. is the category of A-modules with A a Frobenius algebra over k,
B is the category of vector spaces of k and M = A⊗ ? : B → A is the induction functor.
The hypotheses are also verified when A = OG-Mod. is the category of OG-modules (where
O is a commutative ring and G finite group) B is the category of OH-modules (where H is a
subgroup of G) M = IndGH : B → A is the induction functor.
Let us now study triangulated categories and for this, we begin with the definition of the
M -stable category in this case.
Definition 3 The M -stable category of a triangulated category. Let A and B be two
triangulated categories and M : B → A be a triangulated functor with left and right adjoint.
The M -stable of A is, by definition, the triangulated quotient A /〈M -split 〉 where 〈M -split 〉
is the thick subcategory of A generated by the MY for Y ∈ B.
Example 4 Derived category and M -stable category. We assume hypotheses of propo-
sition 2 and denote by H b(M) the bounded homotopy category of the M -split objects of A .
Following [8] or [7], we have MStabA = D
b(A , E ′)/H b(M).
In addition, let us denote by F 0M the exact structure on B obtained as inverse image
of the structure of split sequences of A by M . The adjunctions (L,M) et (M,R) extend to
triangulated adjunctions which are still denoted by (L,M) et (M,R) between the triangulated
categories Db(A , E ′) and Db(B,F 0M ). Using lemma 2.4 of [1], we obtain that, for this functor
M , the thick subcategory of Db(A , E ′) generated by the MY for Y ∈ Db(B,F ) is nothing
else but H b(M).
Thus the M -stable category of the triangulated category Db(A , E ′) is also the M -stable
category of the exact category A .
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1 Introduction
Cet article propose une e´tude de la situation suivante : on conside`re une cate´gorie additive
A munie d’un foncteur additif M : B → A . On cherche a` construire une structure sur la
cate´gorie quotient de A par les facteurs directs d’objets de la forme MY . Dans la section 2,
on s’inte´resse au cas ou` A est une cate´gorie exacte et on construit une structure de cate´gorie
de Frobenius dont les projectifs-injectifs sont les objets facteurs directs d’objets de la forme
MY (c’est la proposition 7). On obtient ainsi une structure triangule´e sur le quotient (c’est
la de´finition 8). Dans la section 3, on e´tudie le cas ou` A est une cate´gorie triangule´e (c’est la
de´finition 10) et on relie cette construction triangule´e a` celle de la section 2.
2 Construction de cate´gorie de Frobenius
2.1 Nouvelle structure exacte
Dans le lemme 5 qui suit, on construit sur une cate´gorie exacte une nouvelle structure exacte
(extraite de celle de de´part) par un proce´ce´ d’image re´ciproque par un foncteur exact depuis
une cate´gorie exacte disposant de deux structures exactes. Le corollaire 6 met en exergue la
situation de rele`vement de la structure minimale donne´e par les suites exactes scinde´es. C’est
cette dernie`re structure qui sera utilise´e par la suite dans la sous-section 2.2 pour construire
des cate´gories de Frobenius.
Lemme 5 Nouvelle structure exacte. Soient (A , E ) et (B,F ) deux cate´gories exactes
au sens de Quillen [9] et Keller [6] et L : A → B un foncteur exact. On suppose que F ′
est sous-famille de F telle que (B,F ′) est encore une cate´gorie exacte. On de´finit la famille
E ′ = {s ∈ E , Ls ∈ F ′}. Le couple (A , E ′) est une cate´gorie exacte.
Preuve. On reprend les axiomes minimaux pre´sente´s dans l’appendice A de l’article [6]. Par
de´finition, E ′ est stable par isomorphisme.
Ex0. Par hypothe`se, la suite 0֌ 0 ։ 0 est une suite exacte de E dont l’image par L est
dans F ′. Ainsi, elle est dans E ′ : id0 est une de´flation de E
′.
Ex1. Soient f : X → X ′, g : X ′ → X ′′ deux de´flations de E ′. Ce sont en particulier des
de´flations de E . On a donc une suite exacte de E de la forme Y ֌ X ։ X ′′. Montrons que
son image par L est dans F ′. Comme Lf et Lg sont des de´flations de F ′ et comme (B,F ′)
est exact, on a une suite exacte de F ′ de la forme Z ֌ LX ։ LX ′′. Comme Z est le noyau
de LgLf , on en de´duit que cette suite exacte est isomorphe a` LY ֌ LX ։ LX ′′. Ainsi gf
est un de´flation de E ′.
Ex2. Soient d : Y → Z une de´flation de E ′ et f : Z ′ → Z. Il existe une de´flation d′ de E et
f ′ tels que le diagramme
Y ′
d′
//
f ′

Z ′
f

Y
d
// Z
soit carte´sien. Montrons que d′ est une de´flation de E ′. Comme L : (A , E ) → (B,F ) est
exacte, l’image par L de ce diagramme est encore carte´sienne puisque Y ′ ֌ Z ′ ⊕ Y ։ Z est
une suite exacte de E (voir [6]). Par ailleurs, comme Ld est une de´flation de F ′, il existe une
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de´flation d′′ de F ′ et f ′′ tels que le diagramme
Y ′′
d′′
//
f ′′

LZ ′
Lf

LY
Ld
// LZ
soit carte´sien. Par la proprie´te´ universelle du produit fibre´, on en de´duit un diagramme com-
mutatif
Y ′′
d′′
//
g

LZ ′
LY ′
Ld′
// LZ ′
ou` g est un isomorphisme. Comme d′′ est une de´flation de F ′ et d′ une de´flation de E , on
peut comple´ter le diagramme pre´ce´dent en
U

// Y ′′
d′′
//
g

LZ ′
LX ′ // LY ′
Ld′
// LZ ′
ou` les fle`ches verticales sont des isomorphismes, X ′ ֌ Y ′ ։ Z ′ une suite exacte de E et la
premie`re ligne, une suite exacte de F ′. Ainsi d′ est bien une de´flation de E ′.
Ex2op. On l’obtient de la meˆme fac¸on que l’axiome pre´ce´dent.
En conside´rant l’ensemble des suites scinde´es de B, on obtient ainsi le re´sultat suivant.
Corollaire 6 Rele`vement des suites scinde´es. Soient (A , E ) et (B,F ) deux cate´gories
exactes et L : A → B un foncteur exact. On de´finit la famille E 0L = {s ∈ E , Ls scinde´e }. Le
couple (A , E 0L) est une cate´gorie exacte.
2.2 Cate´gorie de Frobenius
Dans la proposition 7 qui suit, on donne un cadre ge´ne´ral permettant de construire une
structure de cate´gorie de Frobenius a` partir de la donne´e d’un triplet (L,M,R) de foncteurs
adjoints et exacts. De plus, pour cette structure de Frobenius, les injectifs-projectifs sont
faciles a` de´crire : ce sont les objets facteurs directs d’objets de la forme MY . On peut alors
de´finir la cate´gorie M -stable comme la cate´gorie stable au sens de Happel [5] de la cate´gorie
de Frobenius ainsi obtenue : c’est la de´finition 8. Enfin, dans l’exemple 9, on montre que les
nombreuses hypothe`ses de la proposition 7 peuvent eˆtre obtenues de fac¸on e´le´mentaire dans
le cadre abe´lien.
Proposition 7 Cate´gorie de Frobenius. Soient (A , E ) et (B,F ) deux cate´gories exactes
et un foncteur exact M : B → A ayant un adjoint a` droite R et un adjoint a` gauche L. On
fait les hypothe`ses suivantes.
(i) A est karoubienne ;
(ii) L et R sont des foncteurs exacts entre les cate´gories exactes A et B ;
(iii) E 0L = E
0
R := E
′ ;
(iv) pour tout f : X → X ′ tel qu’il existe β ve´rifiant βLf = idLX , le morphisme f est une
inflation de A (et donc de (A , E ′)).
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(v) pour tout f : X → X ′ tel qu’il existe β ve´rifiant Rfβ = idRX , le morphisme f est une
de´flation de A (et donc de (A , E ′)).
Alors (A , E ′) est une cate´gorie de Frobenius dont les projectifs-injectifs sont les facteurs directs
d’objets de la formeMY pour Y ∈ B (ces projectifs-injectifs sont appele´s les objetsM -scinde´s
de A ).
Preuve. D’apre`s le corollaire 6, (A , E ′) est une cate´gorie exacte. Par de´finition, les injectifs
de (A , E ′) sont les objets I de A tels que pour toute inflation i : X → X ′ de A telle
qu’il existe β ve´rifiant βLi = idLX et pour tout f : X → I, il existe g : X
′ → I tel que
f = gi. L’hypothe`se (iv) assure que les injectifs de (A , E ′) sont les objets ve´rifiant pour tout
i : X → X ′ tel qu’il existe β ve´rifiant βLi = idLX et pour tout f : X → I, il existe g : X
′ → I
tel que f = gi. Comme E est karoubienne, les injectifs (A , E ′) sont les facteurs directs d’objets
de la forme MY pour Y ∈ B (voir [3, the´ore`me 6.8] et [2, proposition 3.24]). En suivant le
meˆme raisonnement, on obtient que les projectifs de (A , E ′) sont aussi les facteurs directs
d’objets de la forme MY . Enfin, les proprie´te´s des adjonctions assurent que, pour tout X ,
l’unite´ ηX : X → MLX de l’adjonction (L,M) est telle qu’il existe βLηX = idLX . Ainsi,
par (iv), (A , E ′) a assez d’injectifs et, de meˆme, assez de projectifs.
Ce re´sultat est en un certain sens le syme´trique de celui de Grime [4]. On de´finit maintenant
la notion de cate´gorie M -stable de la cate´gorie A ve´rifiant les hypothe`ses de la proposition
pre´ce´dente simplement comme la cate´gorie stable de la cate´gorie de Frobenius construite.
Definition 8 Cate´gorie M-stable. Sous les hypothe`ses de la proposition pre´ce´dente, la
cate´gorie stable (au sens de Happel [5]) de la cate´gorie exacte (A , E ′) est appele´e la cate´gorie
M -stable de A et est note´e MstabA .
On donne a` pre´sent quelques exemples concrets de la situation de´crite dans la proposition 7
dans le cas ou` A est une cate´gorie abe´lienne.
Exemple 9 Le cas abe´lien. On suppose que A et B sont des cate´gories abe´liennes
munies de leur structure maximale de cate´gorie exacte. L’hypothe`se (i) est automatiquement
ve´rifie´e. Par ailleurs, la fide´lite´ de L et R donne les hypothe`ses (iv) et (v). On retrouve ainsi
l’hypothe`se 4.14 de [2].
Par ailleurs, remarquons que les hypothe`ses (ii) et (iii) sont toujours ve´rifie´es lorsque
L = R.
Soient k est un corps et A une k-alge`bre de Frobenius (dimk A <∞ et A ≃ A
∗ en tant que
A-module). On conside`re A = A-Mod la cate´gorie des A-modules, B = k-Ev la cate´gorie des
k-espaces vectoriels et le foncteur d’induction M = A⊗ ? : B → A . On a alors L = R est le
foncteur de restriction qui est fide`le et exact. Les injectifs-projectifs pour la structure exacte
introduite ci-dessus ne sont rien d’autre que les A-modules projectifs au sens usuel.
Soient O un anneau commutatif unitaire, G un groupe fini et H un sous-groupe fini.
On conside`re A = OG-mod. la cate´gorie des G-modules sur l’anneau O, B = OH-mod. la
cate´gorie des H-modules sur O et M = OG⊗OH ? le foncteur d’induction. On a alors L = R
qui est le foncteur de restriction. Il est bien fide`le et exact.
3 Cate´gorie M-stable d’une cate´gorie triangule´e
Dans cette section, on sugge`re une construction d’une cate´gorie M -stable d’une cate´gorie
triangule´e. Dans la remarque 11, on montre que, dans la cate´gorie M -stable, le de´calage se
calcule « a` la Schanuel ». Enfin, dans l’exemple 12, on relie, a` l’aide d’un the´ore`me de Keller
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et Vossieck, les deux notions de cate´gorieM -stable : celle d’une cate´gorie exacte et celle d’une
cate´gorie triangule´e.
Definition 10 Cate´gorie M-stable d’une cate´gorie triangule´e. On conside`re la situation
suivante : A et B sont deux cate´gories triangule´es, M : B → A un foncteur triangule´ qui
admet un adjoint a` droite R et a` gauche L, tous deux triangule´s. On de´finit la cate´gorie M -
stable de A comme la cate´gorie triangule´e quotient A /〈M -scinde´ 〉 ou` 〈M -scinde´ 〉 de´signe la
sous-cate´gorie e´paisse de A engendre´e par les objets de la forme MY pour Y ∈ B.
Remarque 11 Lemme de Schanuel triangule´. Dans le cadre de la de´finition pre´ce´dente,
le de´calage peut se calculer de la fac¸on suivante : pour X ∈ A , on conside`re un couple (P, i)
ou` P est un facteur direct d’un objet de la forme MY et i : X → P (par exemple P = MLX
et i = ηX). On comple`te alors i : X → P en un triangle X → P → ΩX → X [1]. Dans le
quotient P s’annule et ainsi ΩX s’identifie au de´cale´ de X . Si on impose en plus a` i de ve´rifier
l’existence d’un β tel que βLi = idLX alors l’identification pre´ce´dente est fonctorielle (voir [2,
proposition 4.4]).
Exemple 12 Cate´gorie de´rive´e et cate´gorie M -stable. On se place dans le cadre des
hypothe`ses de la proposition 7. On note H b(M) la cate´gorie homotopique borne´e de la sous-
cate´gorie pleine de A forme´e des objets M -scinde´s de A . D’apre`s [8] ou [7], on a MStabA =
Db(A , E ′)/H b(M).
Par ailleurs, on note F ′ la structure exacte sur B obtenue comme image re´ciproque de
la structure des suites exactes scinde´es de A par le foncteur M (voir le corollaire 6). Les
adjonctions (L,M) et (M,R) s’e´tendent en des adjonctions (triangule´es) encore note´e (L,M)
et (M,R) entre les cate´gories triangule´esDb(A , E ′) et Db(B,F ′). Pour ce foncteurM , la sous-
cate´gorie e´paisse de Db(A , E ′) engendre´e par les objets de la forme MY pour Y ∈ Db(B,F )
(qu’on note 〈M -scinde´ 〉), est en fait H b(M). En effet, comme A est karoubienne, la sous-
cate´gorie pleine de A forme´e des objets M -scinde´s l’est aussi. Le lemme 2.4 de [1] assure que
H b(M) l’est aussi. Par ailleurs, la cate´gorie 〈M -scinde´ 〉 contient bien entendu les complexes
ayant une seule composante non nulle qui est M -scinde´e et donc, par extension, elle contient
aussi H b(M).
Ainsi la cate´gorie M -stable de la cate´gorie triangule´e Db(A , E ′) co¨ıncide avec la cate´gorie
M -stable de la cate´gorie A .
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